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Bài 1: Chứng minh rằng: 

 1) ( ) ( )
244 4 2 22 .x y x y x xy y+ + + = + +   

 2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 24 .a b c a b c b c a c a b a b c+ + + + − + + − + + − = + +   

 3) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 9 .a b c b c a c a b a b c+ − + + − + + − = + +   

Bài 2: Tìm các số x, y, z thỏa mãn  đẳng thức: 

 2 2 22 5 2 4 4 2 4 5.x y z xy xz yz y z+ + − − + + − = −  

Bài 3:  

 1) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 2 2 23 2 2 2 2 4 6 .A x y z xy yz zx x y= + + + − − + −   

 2) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 2 22 2 2 10 20.B x y xy x y= + − + − +  

 3) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 2 22 3 2 10 10.C x xy y x y= − + − + + −   

Bài 4: Cho , , 0a b c   thỏa mãn 0.a b c+ + =  Chứng minh rằng: 
2 2 2

1 1 1 1 1 1
.

a b c a b c
+ + = + +   

Lời giải: 

Bài 1: 

 1) Ta có:  

 

( ) ( )

( )

( )

244 4 4 4 2 2

4 4 4 4 2 2 2 2 2 2

4 4 2 2 3 3

4 4 2 2 3 3

2

4 2 .2 2 .2 2

2 2 6 4 4

2 3 2 2 .

x y x y x y x xy y

x y x y x y x xy y xy x y

x y x y x y xy

x y x y x y xy

+ + + = + + + +

= + + + + + + +

= + + + +

= + + + +

 

 
( ) ( )

( )

2
2 2 4 2 2 4 2 2 2 2

4 4 2 2 3 3

2 2 2 . 2 . 2

2 3 2 2 .

x xy y x x y y x xy y xy x y

x y x y x y xy

+ + = + + + + +

= + + + +
 

 Do đó ( ) ( )
244 4 2 22 .x y x y x xy y+ + + = + +   

 2) Đặt .a b c m+ + =  Ta có: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 22

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

4 4 4 4 4 4

4 4 4

4 4 . 4 4

a b c a b c b c a c a b m m a m b m c

m m ma a m mb b m mc c

m m a b c a b c

m m m a b c a b c

+ + + + − + + − + + − = + − + − + −

= + − + + − + + − +

= − + + + + +

= − + + + = + +
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 3) Tương tự ý 2). 

Bài 2: Ta có: 

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 5 2 4 4 2 4 5.

4 2. . 2. .2 2. .2 2 4 5 0

2 2 1 4 4 0

2 1 2 0.

x y z xy xz yz y z

x y z x y x z y z y z y z

x y z y y z z

x y z y z

+ + − − + + − = −

 + + + − + − + + + + − + =

 − + + + + + + − + =

 − + + + + + − =

 

Mà ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 0; 1 0; 2 0x y z y z− + +  +  −   nên ta có: ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 2 0.x y z y z− + + = + = − =  

Do đó ta có: 

1

2

2 1 2.2 3.

y

z

x y z

= −


=
 = + = − + =

  

Vậy các số x, y, z cần tìm là 3; 1; 2.x y z= = − =    

Bài 3:  

 1) Ta có: 

 
( )

( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

3 2 2 2 2 4 6

2 2 2 2 4 6

2 4 2 6 9 11

2 1 3 11 11.

A x y z xy yz zx x y

x y z xy yz zx x y x y

x y z x x y y

x y z x y

= + + + − − + −

= + + + − − + + + −

= + − + + + + − + −

= + − + + + − −  −

 

 Dấu đẳng thức xảy ra 

( )

( )

( )

2

2

2

0 1

1 0 3

23 0

x y z x

x y

z x yy

 + − = = −
 

 + =  = 
  = + =− =

  

 Vậy A đạt giá trị nhỏ nhất là -11 khi 1, 3, 2.x y z= − = =    

 2) Ta có: 

 ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2 4

2 2 2 10 20

1 2 2 2 8 16 20 1 16

1 4 3 3.

B x y xy x y

x y xy x y y y

x y y

= + − + − +

= + + − + − + − + + − −

= − + + − + 

 

 Dấu đẳng thức xảy ra 
( )

( )

2

2

1 0 4.

1 3.4 0

x y y

x yy

 − + = =
  

= − =− =
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 Vậy B đạt giá trị nhỏ nhất là 3 khi 3, 4.x y= =  

 3) Ta có: 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 3 2 10 10

1 2 2 2 2 12 9

1 2 6 9

1 2 6 9 9 2.9

1 2 3 9 9.

C x xy y x y

x y xy x y y y

x y y y

x y y y

x y y

− = − + − − +

= + + − − + + − +

= − − + − +

= − − + − + + −

= − − + − −  −

  

 Do đó 9.C   Dấu đẳng thức xảy ra 
( )

( )

2

2

1 0 3.

1 4.3 0

x y y

x yy

 − − = =
  

= + =− =

  

 Vậy C đạt giá trị lớn nhất là 9 khi 4, 3.x y= =    

Bài 4: Do 0a b c+ + =  nên ta có: 

( )

2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2

21 1 1 1 1 1
.

a b c a b c ab bc ca

a b c

a b c abc a b c

 
+ + = + + + + + 

 

+ +
= + + + = + +

 

 Do đó 
2 2 2

1 1 1 1 1 1
.

a b c a b c
+ + = + +  
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